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1 Vorbemerkungen

Wie im ersten Teiﬂ dargestellt, ist eine Beriihrungstransformation (anschaulich be-
schrieben) eine Abbildung zwischen ebenen Kurven (z(t),y(t)) — (z1(t),y1(t)), bei
der insbesondere zwei sich beriihrende Kurven wieder auf zwei sich bertihrende Kurven
abgebildet werden. Eine Beriihrungstransformation ist im allgemeinen keine Punkttrans-
formation der Ebene; ein einzelner Punkt (z,y) wird nicht eindeutig auf einen anderen
Punkt (z1,y1) abgebildet. Stattdessen wird die Steigung p = dy/dx der abzubildenden
Kurve benétigt, um die Beriihrungstransformation eindeutig zu definieren.

*Anmerkungen, Korrekturen und Verbesserungsvorschldge bitte an (mailto:olaf@dtrx.de)
'sieche (URL:http://dtrx.de/od/docs/ContactTransformationsParti_Dietrich.pdf)
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Ein Punkt (z,y) der Ebene R? zusammen mit einer Steigung p, also das Tripel (z,y, p),
wird als Linienelement bezeichnet; jede Kurve definiert iiber ihre Punkte und Steigungen
eine Menge von Linienelementen, die Elementverein genannt wird. Eine Beriihrungs-
transformation ist nun eine Abbildung von Linienelementen auf Linienelemente, mit der
Figenschaft, daft Elementvereine auch wieder auf Elementvereine abgebildet werden.

Explizit 1i8t sich eine Beriihrungstransformation als Abbildung B : R* — R3 von Lini-
enelementen (x,y,p) — (1, y1,p1) schreiben, die durch drei (Komponenten-)Funktionen
festgelegt wird:

T = X(xuyup)v Y1 = Y(l‘ay)p)u p1 = P(xay’p) (1)

Diese Abbildungen X,Y, P konnen aber nicht beliebig gewahlt werden, sondern sollen so
definiert sein, daf sie Elementvereine wieder auf Elementvereine abbilden. Es soll also
insbesondere p; = dy; /dx; gelten.

Wie im ersten Teil gezeigt wurde, miissen die Funktionen XY, P zwei Bedingungen
erfiillen:

Xp(Yx + pr) - Y;D(X:L‘ +pr) =0, (2)
_PXP + }/P =0, (3)

wobei die Symbole X, = a@CUX(a:,y,p), Xy = (%X(a:, y,p), Yo = %Y(x,y,p) usw. fiir die
partiellen Ableitungen der Funktionen X,Y, P stehen.

Wenn wir die Abbildungen entsprechend definiert haben, so wird von ihnen also
jede ebene Kurve (iiber den Umweg ihres Elementvereins) wieder auf eine ebene Kurve
abgebildet; ein einzelner Punkt (z,y) hingegen wird im allgemeinen auf eine Kurve
(a:l(p), U (p)) abgebildet, die durch die (nicht festgelegte) Steigung p parametrisiert wird.

2 Die Hullkurve einer Kurvenschar

Im weiteren Verlauf bendtigen wir einige einfache Y
Eigenschaften von Kurvenscharen und den Huill-
kurven von Kurvenscharen (auch als Einhiillende
oder Enveloppen bezeichnet), die hier vorab kurz
zusammengefalst werden sollen.

Eine Kurve K kann, wie im ersten Teil beschrie-
ben, entweder parametrisiert (z(t),y(t)) oder im-
plizit ¢(z,y) = 0 oder als Funktion y = f(z) H
definiert werden. Hangt die Beschreibung der Kur- z
ve zus.éitzlich von ein'em Parameter « ab (der fiir Abb. 1: Kurvenschar (schwarz) aus
jede einzelne Kurve einen festen Wert haben soll), p, ..tcin Ko,y = f(z,0) = 1+a®+
so erhélt man im allgemeinen fiir jeden Wert von (3 — o — 1)2 mit Hiillkurve H (rot).

a eine andere Kurve K, insgesamt — fiir alle
a — also eine Kurvenschar, die auch wieder parametrisiert (x(t,a), y(t,a)), implizit
o(x,y; @) = 0 oder als Funktion y = f(x, ) angegeben werden kann.




Manche Kurvenscharen K, besitzen eine Hiillkurve H, namlich eine Kurve, die in
jedem ihrer Punkte eine der Kurven K, beriihrt und die zudem jede Kurve K, beriihrt.
Dies ist nicht bei jeder Kurvenschar moglich; eine Schar von parallelen Geraden, welche
die Ebene iiberdecken, hat etwa keine Hiillkurve. Eine andere, besonders anschauliche
Beschreibung der Hiillkurvenpunkte ist, daft diese die Schnittpunkte zweier ,infinitesimal
benachbarter* Kurven K, und K, A, sind. Aus dieser letzten Definition ergibt sich
schnell das iibliche Verfahren zur Berechnung der Hiillkurve, das im folgenden — der
Vollstandigkeit halber fiir alle drei Darstellungen von Kurvenscharen — hergeleitet wird.

2.1 Kurvenscharen in Funktionendarstellung

Zwei ,benachbarte* Kurven seien f(z,a) und f(z,a + A«a); fiir jeden Schnittpunkt
(z,y) = (z, f(z,a)) dieser Kurven gilt

flz,a+ Aa) = f(z,q). (4)

Fiir kleine o ndhern wir f(x,a + Aa) = f(z,a) + Aa - %(w, a), und damit folgt aus
GL die Bedingung:

0= f(z,a+ Aa) — f(z,q) %Aa-%(x,a), also %(m,a) =0. (5)
Um die Hiillkurve zu berechnen, muf man somit die Funktion f(x, «) nach dem Parameter
a ableiten; dann sucht man die Nullstellen o(?) dieser Ableitung (das sind die Stellen,
an denen sich die Kurve K, in erster Ndherung nicht mehr dndert, wenn « variiert
wird). Diese Nullstelle wird im allgemeinen von = abhéngen, das heift, abhéngig davon,
welche Stelle £ man betrachtet, wird eine andere Kurve K, stationdr. Setzt man nun
eine Nullstelle o9 (z) in die Funktion f(z,«) ein, so erhilt man die Hiillkurve (oder
wenigstens einen Kandidaten fiir die Hiillkurve) H(z) = f(z, a(o)(ac)).

2.2 Kurvenscharen in impliziter Darstellung

Ganz &hnlich verfahrt man, wenn K, implizit in der Form ¢(z,y; a) = 0 definiert ist:
Die Schnittpunkte der beiden Kurven K, und K, sind diejenigen Punkte (x,y), die
gleichzeitig ¢(x,y; @) = 0 und ¢(x,y; a + Aa) = 0 und somit natiirlich auch

¢(z,y; a+ Aa) — ¢(x,y; @) =0 (6)

erfiillen. Mit der gleichen N&herung wie oben ist ¢(x,y; o + Aa) =~ ¢(x,y; ) + A -

g—z(x, y; a). Folglich findet man die Schnittpunkte als (simultane) Losung der beiden

Gleichungen

S @) =0 wd 92y ) =0 @
(zwei Gleichungen sind erforderlich, weil ja jede der Gleichungen Kurvenscharen beschreibt

und « eliminiert werden muf). Praktisch kann man also etwa g—z(x, y; ) = 0 setzen und

so ein a(©) (z,y) bestimmen, welches — eingesetzt in ng(x, y; o0 (x, y)) = 0 — die implizite
Beschreibung der Hiillkurve liefert.



2.3 Kurvenscharen in parametrisierter Darstellung

Ist die Kurvenschar in der Form (ac(t, a),y(t, a)) angegeben, so findet man die Schnitt-
punkte benachbarter Kurven mit den beiden (simultan zu erfiillenden) Bedingungen

z(t,a) = z(t+ At,a + Aa) =~ z(t,a) + At%:(t, a) + Aa?—i(t, a), (8)
y(t.0) = y(1 + Ata+ A0) ~ y(t,0) + ALY(La) + Al (1), (9)

aus denen (wie oben) die Terme x(¢, ) und y(¢, &) herausfallen. Lost man eine der beiden
Gleichungen (im folgenden die erste) nach At auf und setzt dieses At dann in die andere
(die zweite) Gleichung ein, so findet man:

oz . 9 9
aa (t7 ) y y
: . f’ 9 1
0 ACM %17 (t, ) ; (t, Cl) + AOJ (t, Oé), ( 0)

also (nach Division durch A« und Multiplikation mit %(t, «)) die Bedingung:

oz oy oy oz B

(07

2.4 Beispiele

Fiir die Kurvenschar y = f(z,a) = 1 + a® + (z — o — 1)? aus Abb. [1|ist g—i(m,a) =
20 — 2(z — o — 1) mit der Nullstelle o9 = 3(z — 1). Damit erhilt man fiir die Hiillkurve
H(z) = f(z, Oé(o)(l')) =1+ 3(z —1)?, also eine Parabel mit doppelter Offnungsbreite.
Ein Beispiel fiir eine Kurvenschar in parame- Yy
trisierter Darstellung ist der Einheitskreis, der
parallel zur x-Achse durch die Ebene geschoben
wird: (z,y) = ((a + sint), (cost)). Aus Gl x
erhilt man die Bedingung —1 -sint — 0 = 0, also
t = 0,4+m,£27,+£37,... Setzt man diese Werte
in die Darstellung der Kurvenschar ein, so erhéalt
man zwei Hiillkurven, ndmlich (z,y) = («, 1) und
(z,y) = (a, —1), also zwei Geraden parallel zur
x-Achse. Diese Beispiel illustriert auch, daff wirk-
lich a und t in Glgen. und @ variiert werden
miissen, da fiir festes ¢ (den Winkel im Kreis) und A« > 0 nur zwei Punkte in der Ebene
definiert werden, aber kein Schnittpunkt benachbarter Kurven.

Abb. 2: Hillkurven (rot) um parallel-
verschobene Finheitskreise.

3 Die Aquatio directrix

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen kommen wir nun zum Hauptpunkt dieses
Textes. Neben der Definition einer Beriihrungstransformation mit den Glgen. -
unter den Nebenbedingungen Glgen. und — gibt es auch die Moglichkeit, die



Beriihrungstransformation ohne explizite Angabe oder Benutzung der Steigung p in
nur einer Gleichung zu definieren. Die hierzu verwendete Gleichung ist die sogenannte
Aquatio directriz, also ,zuordnende Gleichung‘ﬂ der Form:

Q(‘rayv 371791) =0. (12)

Setzt man in diese Gleichung einen Punkt (a,b) der Urbild-Ebene ein, so erhélt man
die implizite Darstellung einer Kurve Q(a,b, x1,y1) = ¢qp(x1,y1) = 0 in der Bildebene,
die also dem Punkt (a,b) ,zugeordnet” wird. Dies entspricht soweit (zunéchst einmal
wenigstens qualitativ) dem von der Beriihrungstransformation bekannten Verhalten, bei
der ebenfalls ein Punkt auf eine (durch die nicht festgelegte Steigung p parametrisierte)
Kurve (X(a, b,p),Y (a, b,p)) abgebildet wird.
Wenn die Fquatio directriz in Gl eine gleich- und voll-

wertige Darstellung einer Beriihrungstransformation ist, dann 4Y
miissen sich mit Hilfe der £quatio directriz auch die Glgen.

wieder herleiten lassen. Es muf also insbesondere moglich sein, (%, 79)

nur mit der Aquatio directriz ein Linienelement (x,y,p) auf .p/'.

das zugehorige Bild-Linienelement (21, y1, p1) abzubilden. Um (z,y)

dies zu erreichen, .iibersetzen“ wir das Linienelement (z,y, p) x

in zwei Punkte (z,y) und (Z,9), die ,benachbart* auf einer B
Kurve liegen sollen, welche im Punkt (z,y) gerade die Stei-

gung p hat. Es sei also (Z,9) = (v + Az, y + Ay), wobei Ax Puy(21,91) = 0

spater im Grenzwert Az — 0 betrachtet werden soll und (1,51)
Ay = pAx durch die Steigung p des Linienelements (z,y, p)
und Az definiert ist. (Nur fiir diesen Wert von Ay liegt der
zweite Punkt (Z,y) tatséchlich auch auf der betrachteten
Kurve.)

Statt also nur einen Punkt (z,y) in die Aquatio directriz  gpp. 3. Von der Equatio
einzusetzen, werden wir nun zwei (infinitesimal benachbarte) Jirectrix Q = 0 zur Beriih-
Punkte (x,y) und (z + Az,y + pAz) in einsetzen. Fiir die rungstransformation B.
so definierten zwei Punkte erhalten wir auf diese Weise zwei
(implizit definierte) Kurven in der Bildebene:

(z1,91) =0

Z1

Q(.Z‘, Y, -rlayl) = qu,y(xla yl) = Oa (13)

Q(l’ +Az,y —I—pAl‘, €, yl) = ¢x+Ar,y+pAm(xl7 yl) =0. (14)

Der gesuchte Punkt (21, y1), also das Bild der Beriihrungstransformation, ist nun derjenige
durch die Glgen. und ausgezeichnete Punkt, in dem sich diese beiden Kurven

(im Grenzwert Az — 0) schneiden.
Wenn man jetzt eine Losung der Kurvendefinitionen explizit schreibt als

Gey(x1y1) =0 = y1=¢,,(z1), (15)

2ygl. hierzu etwa [Lie u. Engell (1890, Fufnote, S. 17-18) und [Pliicker| (1831, FuRnote, S. 265-267)



dann ist die Gleichung fiir den Schnittpunkt

(b;ﬂl/(xl) o (b;—&l-Az,y—&-pr(xl) =0 (16)

mit einer Losung (Nullstelle) xgo) = xgo) (x,y,p; Ax), die eine Funktion des Punktes (x,y),

der Steigung p und des Versatzes Az ist. Der Grenzwert Ax — 0 dieser Nullstelle ist nun
gerade die gesuchte Funktion X:

X(e.y,p) = lim a{"(z,y.p; Ax) (17)

und die Funktion Y ergibt sich folglich als

Y(z,y,p) = y1(2,y,p) = ¢, (X (z,9,p)). (18)

Die dritte Funktion P ergibt sich dann aus der Bedingung in Gl .

Setzt man nun aber alle Punkte (z(t),y(t)) einer Kurve in die £Equatio directriz ein, so
erhélt man offenbar fiir jeden dieser Punkte eine Kurve in der Bildebene, insgesamt also ei-
ne (implizit definierte) Kurvenschar K; gemaR Q(x(t), y(t), 21,y1) = du(r) gyt (€1, 1) = 0.
Wie oben beschrieben, sind die Bildpunkte (z1,y1) der Punkte (z(t),y(t)) der Urbild-
kurve gerade diejenigen, in denen sich je zwei benachbarte Scharkurven schneiden. Wie
im vorherigen Abschnitt erlautert, entspricht dies aber auch genau der Definition der
Hillkurve der Kurvenschar K;. Der abschliefende Schritt zur Beriihrungstransformation
(also der Abbildung einer ebenen Kurve auf eine Kurve) ist daher nun die Berechnung
der Hiillkurve H dieser Kurvenschar K, da diese gerade die gesuchte Bildkurve der
Beriihrungstransformation ist. Wie oben in GL @ beschrieben, entspricht dies der Suche
nach der simultanen Losung der beiden Gleichungen

ol
Gu(t)y)(T1,91) =0 und %(hayl) =0, (19)
wobei die letzte Gleichung auch
o0 o0
—_— y —_— y — 2
5 L + 3y y=0 (20)

geschrieben werden kann.

Wir konnten somit zeigen, dafs eine Beriihrungstransformation, also eine Abbildung
zwischen Linienelementen, mittels einer einzigen Gleichung von vier Variablen, der
Aquatio directriz, definiert werden kann. In diese Gleichung einzusetzen sind dann nicht
nur die zu transformierenden Punkte (x,y) der Ebene (dies fithrt zu einer Abbildung
von Punkten auf Kurven), sondern — wie fiir eine Berithrungstransformation erforderlich
— auch die Steigung p des Linienelements. Praktisch moglich wird das, indem man das
Linienelement (z,y,p) in zwei (infinitesimal) benachbarte Punkte (z,y) und (z + Az, y +
pAx) iibersetzt. Diese beiden Punkte fiihren tiber die #Zquatio directriz jeweils zu einer
Kurve und der Schnittpunkt dieser Kurven ist dann der gesuchte Bildpunkt (x1,y;). Fihrt
man diesen Vorgang fiir unbestimmte Werte (z,y,p) aus, so erhilt man auf die gleiche
Weise Funktionen (1:1(:1;, v, D), y1(x, y,p)), aus denen sich auch die Steigung p1(z,y,p)
berechnen 1afst.



4 Weitere Eigenschaften und Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen noch einige Ergebnisse hergeleitet und erlautert werden, die
so zum Beispiel bei [Madelung| (1922)) und Schmutzer| (2005 zu finden sind; fiir das
grundlegende Versténdnis ist dieser Abschnitt nicht erforderlich.

Setzt man in die Zquatio directriz die Punkte einer Urbildkurve (z(t),y(t)) und die
Punkte der zugehdrigen Bildkurve (z1(t),y1(t)) ein, wobei @1 (t) = X ((t), y(t), y(t) /()
und yi(t) = Y (2(¢), y(t), y(t)/&(t)) ist, so gilt definitionsgeméR

Qa(t),y(t), z1(t),y1(t)) =0 (21)

fiir alle Werte von ¢. Folglich ist auch die Ableitung dieser Funktion nach ¢ iiberall Null
(fiir diese Folgerung wiirde bereits ausreichen, daf Q(¢) in GI. konstant wére):

d o9 o0 o0 o0
—Q t t t)) = — -2+ — -9 i — 1 = 0. 22
FEOHO 20 (0) = 5o d+ G+ g+ (22
Hieraus folgt zusammen mit GI. also auch:
oY) o0
bl 2 = 9
92y 1+ o 71 =0 ( 3)

fiir die Bildkurve (z1(t), y1(t)).
Die beiden letzten Ergebnisse konnen auch mit Einsformerﬁ w und w als

- - . - o0 o) o0 of)

Wa,y,x1,y1 (0) =0 mit Wey,a1,y1 — O S-dz + de + o 1dx1 + P ——dyr, (24)
. o0 o0

Wa,y,21,y1 (U) =0 mit weyay = o1 ~—dz + @dyl =0 (25)

geschrieben werden, wobei 0 = (&, 7, &y, §1) = £0; 490y +£105, +110y, und v = (&1,791) =
210z, + 910y, jeweils die Tangentialvektoren an die betrachteten Kurven sind.
Definiert man die Steigungen Wie zuvor als p =p(t) = y/& und p; = p1(t) = y1/%1, so

erhélt man aus den Glgen. , und :

90 00 0 a0
55 TPy =0 gar tPig, =0 (26)

0=
0 0y 8yl

Ahnliche Ergebnisse lassen sich auch ableiten, wenn die Urbildkurve (z(t), y(t)) implizit
in der Form ¢(z,y) = 0 definiert ist. Fiir eine Losung (z(t), y(t)) dieser Gleichung gilt,

analog zu Gl. (22):
dg . 0¢

Gola®).00) = i+ 50 i =0, (27)

Also ist
) (28)

3siehe hierzu auch Teil 1, Abschnitt 5,
(URL: http://dtrx.de/od/docs/ContactTransformationsPartl_Dietrich.pdf)
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und man erhilt aus Gl.
Q Q
00 06 00 26, )
oxr Oy Oy Ox
Zusammen mit den Gleichungen 2 = 0 und ¢ = 0 ermoglicht dies die Berechnung der
Bildkurven.

5 Die Legendre-Transformation als Beispiel

Die Aquatio directriz der Legendre—TransformatiOIﬂ lautet
Qz,y, z1,91) =y +y1 — 221 =0. (30)

Wie oben beschrieben, definiert die Aquatio directriz in der Bildebene eine Kurve fiir
jeden (als fest angenommenen) Punkt (x,y) der Urbildebene. Fiir die zwei ,benachbarten‘
Punkte (z,y) und (z + Az, y + pAzx) (auf einer Kurve mit der Steigung p an der Stelle z)
erhilt man die beiden Bildkurven (hier bereits nach y; aufgeldst, vgl. Gl (15))):

yr=xr1—y und  y1 = (v +Az)r; — (y +pAx) (31)

Den Schnittpunkt dieser beiden Kurven erhalt man durch Gleichsetzen, also (entsprechend

Gl (16))

zxy —y = (x4 Ax)z; — (y + pAz), (32)
und somit ist
1 ZPZX(«T;?J;Z?) (33)

(Az kiirzt sich in diesem Fall heraus, so daf der Grenziibergang Az — 0 nicht erforderlich
ist). Mit diesem Ergebnis erhilt man fiir y; aus Gl. (31):

y1=ap—y=Y(z,y,p) (34)
Die Funktion P erhdlt man aus GI. geméf
ay
= Playp) = g% =1 =2 (35)
Op

Die so berechneten Funktion XY, P stimmen mit den im ersten Teil angegebenen
Funktionen fiir die Legendre-Transformation iiberein.

Wertet man die Glgen. mit der Fquatio directriz der Legendre-Transformation
aus, so erhalt man — zuséatzlich zur Fquatio directriz selbst — die beiden Gleichungen

of) of)
o) o0
Er +p1 o —x+p; =0, (37)

also die gleichen Ergebnisse wie in Glgen. und (35).

4siehe hierzu auch Teil 1, Abschnitt 8,
(URL: http://dtrx.de/od/docs/ContactTransformationsPartl_Dietrich.pdf)
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